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1.Grundwissen

Essel x[OR . Diewichtigste Ungleichung lautet: ’xz > 0’ (D)
In (1) gilt die Gleichheit nur fur x = 0.

Viele Ungleichungen sind Aquivalenzumformungen von (1) .
Wir setzen nun in (1) fir x:=a—b mit a> 0 und b> 0 und erhalten:

(a-b)?20 < a® +b? -2ab >0 2> +b% > 2ab]  (2)

(2) = a’+b?+a?+b?2a’ +2ab+b? « |2(a’ +b°) 2 (a+b)’ (3)

a?+b? _(a+b)’ [a> +b® _a+b
PN > PN 2
®) 2 4 2 2 )

a’ +b?

heil3t quadratisches Mittel der beiden Zahlen a und b . (4) wird daher auch

Ungleichung vom arithmetischen und quadratischen Mittel (A-Q-Ungleichung) genannt.

(2) = a®+b”+2ab24ab - (a+h)’ 24ab = (a+b)=2.4ab a;bz\/% (5)

(5) wird Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel (A-G-Ungleichung)
genannt.

1 1t
atb _+ab _ 1 _ Jab > 2abzia +b™ 0

> = 6
2 > b Jab a+h > ©)

(®) =

-1 11
2ab = B +b ﬁ heilt harmonisches Mittd der beiden Zahlena und b .
a+b 2

(6) heilt auch Ungleichung vom geometrischen und harmonischen Mittel
(G-H-Ungleichung).

2 2
Weiters gilt: |/min(a,b) < azit:) @) und a’+b

<max(a,b)| (8)

Beweis von (7) und (8): Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) a< b ; beachte:
laut Voraussetzung ist a >0 und b >0.Es ist dann min(a,b)=a >0 und max(a,b)=b >0 und es gilt :

(7) = a(a+b)<2ab ~ a®><ab - a<b und (8) = a’+b*<20® -~ a®<b’ ~ a<bh.

Aus (2) bis (8) erhélt man dann die folgende Ungleichungskette:
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. 2ab a+b |a®+Db?
min(a,b) < <+Jab < < < max(a,b 9
(a,b) =D 5 5 (a,b) 9
aZ+b? a b
2) o >2 N —+—22 10
@ . e (10)
1
(10) - X+=22,x>0 (12)

In (11) gilt Gleichheit nur flir x =1..

Bemerkungen: a)In den Ungleichungen (2) bis (10) gilt das Gleichheitszeichen nur fur a = b ,wie
aus obiger Beweisflihrung hervorgeht.

b)Die Ungleichungen (2) bis (5) und (8) gelten auch fira=0oder b=0.

¢)Die Ungleichungen (2) und (3) gelten fiir alle reellen a , b (Beweis als Ubung !)

d)Die Ungleichungskette (9) heil3t auch

Satz vom harmonischen,geometrischen,arithmetischen und quadratischen

Mittel .
e)Obige Ungleichungen und ihre Verallgemeinerungen auf n Zahlen a;,a,,...,an
gehdren zum Grundwissen und sollten von den Schilern in jedem
Zusammenhang sicher erkannt werden.
Bezeichnung: Menge der natirlichen Zahlen IN:= {1,2,3,.....}; No:= NI{0} .

2.Aufgaben und weitere wichtige Ungleichungen

X2 +2

VX2 +1

2.Flirab,c=>0gilt (a+b).(b+c).(c+a)=8abc

1.Zeige: OxOIR gilt >2

3.Fiir a,b0R gilt (a+b)* <8.(a* +b*)
AFiurab=0gilt (a+b)"<2".(a"+b")

5.Wenn a; > 0 firr id{1,2,...n} und a,.a,....a, =1,danngilt (1+a).(1+a,).....(1+a)=2",
On0IN .

6.0n> 1, nONgilt (1+a,).(1+a,).....(1+a,) >1+a +..+a, , wennalle a>~1und alle &

entweder alle positiv oder alle negativ sind.
Sind alle a; = a > —1,dann erhélt man die wichtige Bernoullische Ungleichung

(1+a)" >1+na,wenna>-1,a#0,n=2,n0ON (12)

7. OnON gilt (2n)! < 22", (n!)?

8. 0n>2,nONgilt (n+12)" <n™
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9.Man zeige: a) [n[N gilt Q+E <3 ; b)On=5, nON gilt Q+E <3

10.Man zeige: f(x):=2x%+3x*> -12x+72=0 fir x=>1.
11.Fiir a,b,c,d = 0 gilt \/(a+c).(b+d) =+/ab ++/cd
12.Fir reelle a,b,c gilt a* +b*+c®> > ab+bc+ca (13)

13.Fir reelle x,y,z gilt:a) (x+y+ z)2 < 3.(X2 +y?+ zz) und b) 3(xy+yz+2zx) < (x+y+2)*
ab bc ca

14.(Israel-Olympiade 1968): Fur a,b,c > 0 gilt — +— +F >a+b+c
c a

15.(US-Olympiade 1976): Die Summe der sechs Kantenladngen eines Tetraeders PABC mit
OAPB = OBPC = OCPA = 90° sei S. Bestimme (mit Beweis) das maximale VVolumen.

16.Zeige durch wiederholte Anwendung von (5),daR fur a; =0, i(0{1,2,3,4} gilt:

a, ta,+a,+a, 24.4a.a,.8,.a, (14)

17.Zeige als Verallgemeinerung von (14) mittels vollstandiger Induktion,dal? fur a; = 0 gilt:

a, +a,+.+a, 22.2/a,.a,....a, (15)

18.Zeige a, +a, +a, +a, +a, = Si/ai.az.as.a‘l.a5 , indem du in der bereits bewiesenen

Ungleichung a,+..+a, 288/a,....a, a;=a, =a, = I:=%

setzt.

19.Beweise mit Hilfe von (15) und den Ideen aus der Aufgabe 18 die allgemeine
Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel:
+a, +..+
BT, , a,.a,...a, fura, =0 (16)
n

In (16) gilt die Gleichheit nur fir a, =a, =...= &,

n

20. Fira >0, 1<i<ngilt:

+a,+..+ Z+aj+.+al
mina < 1 1” 1 <n/a.a,..... ansa1 azn a”S\/al % & s max g (17)

e :
a, a  a

n

Das Gleichheitszeichen gilt nur fir a, =a, =...= &,

Tty +altdl . . .
n = T3, & 0 heiRt harmonisches Mittel der n Zahlen a,...,a,
1 1 1 0 n ]

e Tt e
a a, a

n

2 2 2
und \/al +a’+..+a’
n

heilit quadratisches Mittel der n Zahlen ay,...,a .

a+b+c

21.(US-Olympiade 1974): Sind a,b,c >0, so gilt a*.b".c® > (abc) 3
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22.(Ungleichung von Neshitt,England 1903):Sind a,b,c > 0, so gilt
a b c 3
+ + >— (18)
b+c a+c a+b 2

23.(SU-Olympiade 1975) : Fir a,b,c = 0 gilt
a® +b® +c® + 3abc > ab(a +b) + bc(b + ¢) + ca(c +a)

24.(6. IMO 1964): Es seien a,b,c Seiten eines Dreiecks. Zeige,dal}
a’.(b+c-a)+b’.(c+a-b)+c®.(a+b-c) < 3abc

25.(SU-Olympiade 1968): Eine Folge ist definiert durch x, =1, x.,, = X, +—, On ON.

1 n+l n

Zeige,dal} 14 < X300 < 18 ist.

26.Die Cauchy-Schwar zsche Ungleichung:

i n n |:| n |:| n
Fr alle xOR gilt: X+Db 2=§af x2+2.§ai.bI x+$hb*20.
o g (aorb) = a2y Aty

Fir die Diskriminante D dieses quadratischen Polynoms in x muf3 daher gelten D <0 .

o= aflSanf -af5 a5 flco o
éﬁla-bﬁ sﬁiﬁﬁﬁihz% (19)

(19) heillt Cauchy-Schwarzsche Ungleichung . Verwendet man die Vektorschreibweise

N — o ~\2 12 |~12
i=(a,...a),b=(b,..b) , dann lautet (19) (a.b) <|al’ |o|

In (19) gilt das Gleichheitszeichen genau dann,wenn a und b linear abhéngig sind .

27.Beweise mit Hilfe von (19) :

a) Die Dreiecksungleichung: \/Za +\/Zb2 \/Z a, +b) (20)

i . .
Eznz,ﬁjrxi>0 mit1<i<n .

d) Sind ab.c >0 dann gilt: (a”.b+b”.c+c?.a).(ab? +b.c’ +c.a’) 2 9.a° b .c*

28.Die Folgen (a,,...,a,) und (b,,...,b,) heilen gleichgeordnet , wenn
(a -a))(b -b)2 0,00, 0{12,...1} ;
sie heillen entgegengesetzt geordnet , wenn
(a -a;)(b -b)<0,0i,j O0{12,...1}.
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Es seien nun &, &, ...,a, und by,by,...,b, redle Zahlen und ¢;,c,,...,C, S8 eine Permutation von
by,b,,...,b, .Der folgende Satz beantwortet die Frage,welche der n!' Summen
Si=a.Ci+ &.Co+...+ a,.Cc, maximal bzw. minimal ist .

Hauptsatz: Die Summe Si= ay.by + &.b, +...+ a.b, ist maximal,wenn die Folgen (a, ,...,a,)
und (b,.,...,b,) gleichgeordnet sind.
Sist minimal,wenn die beiden Folgen entgegengesetzt geordnet sind.

Beweis.Es sai & < a;,. Wir betrachten die Summen

S=a,.c+..+a,.c +.+a.c+.+a,.c, und S' =a,.c+..+a .C+...+a,.C +..+a,.C, ,
die sich nur dadurch unterscheiden ,dal in S" csund c, vertauscht sind. Dann ist
S'-S=a,.c +a.c -a.c —-a.c,=(a -a).(c,-c) (¥

Ist nun cs< ¢, ,dann ist nach (*) S">S. Ist aber ¢s> ¢, ,dann ist nach (*)S'<S.

Daraus folgt sofort die Behauptung.

29.Man leite die Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel mit Hilfe
des Hauptsatzes her .

Losung: Es sei x; >0 und ¢:=g§/X,.X,..... L ,a,= ch:zxz ag=%
..... : n:=Lr;"')(”=l und b1:=i,b2:=i,...,bn:=i=1 . Die Folgen (a) und (b)
c 8 &, a,

sind entgegengesetzt geordnet. Nach dem letzten Satz gilt daher z a.b < z a.c *)

wobei (c) eine Permutation von (b

> ist. z a.b =1+1+..+1=n .Wir versuchen daher die

Ci so zu wahlen,dall &, .c =5 gilt .
C

Wir missen ¢, =b, =1,¢, =b,,c; =b, ,...,c =b_,,...,c, =b,_, wéhlen, denn
a.b, =:—‘=%‘ und (b,,b,,b,.b,....b,_,.b,_;) ist eine Permutation von (b,,...,b,) .
i-1
X X +..+
(*) lautet daher n< %‘ ; und dies ist dquivalent mit  §/x,...x, < LeREY

1=1

Ist mindestens ein x; = 0 ,dann gilt die A- G Ungleichung trivialerweise. In (*) gilt Gleichheit

genau fur ¢i=1b; . c-b«=>0—L “Lb=b < x=c,dhx=x=.=x,=c.(a=h
ca C

= 1) . Es gilt daher Gleichheit in der A-G-Ungleichung genau fir X;=X, =...= X, .

30.Beweise mit dem Hauptsatz die Ungleichung zwischen dem harmonischen und arithmetischen
Mittel.

31.Beweise mit dem Hauptsatz die Aufgabe 14 .

32.Die Ungleichung von Tschebyschew:
a)Sind (a,,...,a,) und (b,,...,b,) zwei gleichgeordnete Folgen reeller Zahlen (beide monoton
wachsend oder beide monoton fallend),dann gilt:
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Zai.bI zé.éﬁlaﬁﬁhﬁ (22)

b)Sind (a,,...,a,) und (b,,...,.b,) zwei entgegengesetzt geordnete Folgen reeller Zahlen,dann

. - 10 OO, O
gilt: ;ai.bI Sﬁ.ia{ib{ (22)

In (21) bzw. (22) gilt die Gleichheit genau dann,wenn eine der beiden Folgen konstant ist.

Beweis: a) Essdien (a,...,a,) und (b,,...,b,) zwei gleichgeordnete Folgen.
Es gilt dann nach dem Hauptsatz:
a,.b +a,.b,+..+a,.b, =a.b +a,.b,+..+a,.b
a,.b +a,.b,+.+a,.b, 2a,.b, +a,.b,+.+a, b
a,.b +a,.b,+..+a,.b, 2a.b, +a,.b,+..+a, b,
a,.b +a,.b,+..+a,.b, 2a,.b, +a,.b.+..+a, b,
a,.b +a,.b+..+a,.b, 2a,.b, +a,.b+.+a,.b,
Durch Addition erhélt man:
n.(a.b, +a,.b,+.+a,.b)=(a +a,+.+a,).(b +b,+..+b) O (21)

Gleichheit gilt genau dann,wenn keine Vertauschung der b; eine Anderung bewirkt,und dies ist
genau dann der Fall,wenn eine der beiden Folgen < a;> oder < b; > konstant ist.

b) Analog beweist man (22)

33.Beweise mit Hilfe der Tschebyschew-Ungleichung die A-Q-Ungleichung

2 2
at.4a, _ |al +..+a
n n

34.Beweise mit Hilfe der Tschebyschew-Ungleichung die Ungleichung vom harmonischen und
arithmetischen Mittel,wobei die a; > 0 vorausgesetzt sind fir 1<i<n.

35.Die Ungleichung von Jensen (ohne Beweis): Zunéchst eine Definition:
Sei l ein Intervall in R , IR , und f eine reelle Funktion mit der Definitionsmenge |I.
f heiRt konvex (in 1),wenn [a,bOl mit a < b und fir 0<t<1 gilt:
f(t.a+(1-t).b) <t.f(a) +(1-1).f (b)
Geometrisch gedeutet,heil’t dies: Auf jedem Teilinterval [a,b] von | verlauft der
Funktionsgraph ,,unterhalb® der Sehne,welche die Punkte (a,f(a)) und (b,f(b)) verbindet.
Ungleichung von Jensen:
Sind t,,t,,...,t, positive reelle Zahlen und {xl,xz,...,xn} O 1und f konvex in I ,dann gilt:

XAt ox Ot f(x )+t F(X
fEtl X tn X, < 1 ( 1) n ( ﬂ) (23)
O t+.+t 0O t,+.. 4,
Mit Gleichheit genau dann,wenn X; =X, =... = X, .
(Beweis mittels vollstandiger Induktion).
Bemerkung: Haufig bendtigt man nur den Sonderfall t;=t, = ... =t, =1 ,d.h. (23) hat dann die
+..4X f(x)+..+ (X,
Form f@xl - ”QS () n (x) (232)
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36.Die allgemeine Mittelungleichung: Es seien nOJN und X1,Xz,...,.X, OR " .
1

o [
X o fir aOR\{0}

LEXy Lt
Definition desa-Mittelsmy : m,:= @Xl in

Allgemeine Mittelungleichung: [minx, <m, <m; <maxx fir o < (24)
Mit Gleichheit genau flr X, = X,=... = X, .

3.Strategien fur das Beweisen von Ungleichungen

1.LaRt sich die Ungleichung durch Aquivalenzumformungen auf die Form z p mtp =0

bringen ? Z.B.: p, =%’ .

2.Erinnern vorkommende Terme an das arithmetische,geometrische,harmonische oder
quadratische Mittel ? L4Rt sich durch Aquivalenzumformungen schlieBlich eine der
Mittelungleichungen anwenden ?

3.Ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung oder die Ungleichung von Jensen anwendbar ?

4.1st der Hauptsatz anwendbar ?

5.Ist die Ungleichung symmetrisch in den Variablen a,b,c,... ? Wenn ja,so kann man 0.B.d.A.
annehmen, dal’ a das maximale oder minimale Element ist,oder dak a<b<c<... ist.
Manchmal ist es auch von Vorteil die vorkommenden Terme durch die elementarsymmetrischen
Polynome auszudrticken.

6.Ist die Ungleichung homogen in den Variablen,so kann man passend normieren.

7.Bringe alle Glieder auf eine Seite (linke Seite). Kann man die linke Seite als Diskriminante einer
quadratischen Gleichung deuten ? Ist die linke Seite ein quadratisches Polynom in einer
Variablen ? Hilft der Satz von Vieta weiter ? Hilft Faktorisierung weiter ?

8.Gilt die Ungleichung fur alle nattrlichen Zahlen n = ny , so wende man Induktion an .

9.Treten Reihen oder Produkte auf,so versuche man Abschatzungen durch Teleskop-Reihen oder
Teleskop-Produkte:

a a a

(a, -a) +(a;-a,)+.+a, ~a.,)=a,~-a, ; ;i.%z ..... ;’il =;’;

10.1st keine dieser Methoden direkt anwendbar,so forme man gezielt um,bis eine

Standardmethode anwendbar wird.

4.Weitere Aufgaben

. . 1
37.Seien ay,a,,...,a, reelle Zahlen ,sodaR a;+a,+...+a, = 1.Es gilt dann a’ +a’+...+a> > =
n

38.Seien a,b,c > 0, sodall (1+ a).(1+ b).(1+c) =8 . Esgiltdann a.b.c<1.

39. (US-Olympiade 1978) : Es seien a,b,c,d,e reelle Zahlen,sodal a+b+c+d+e=8und
a® +b® +c® +d” +€® =16 . Ermittle den Maximalwert von e .

40.Die Ungleichung von Weitzenbdck: a,b,c seien die Seiten eines Dreiecks mit dem Flacheninhalt
A . Esgilt dann: a? +b? +c? 2 4.A3 .
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41.Beweise: Der Wiirfel hat unter allen Quadern mit konstanter Oberflache das groRte Volumen
und unter allen Quadern mit konstantem Volumen die kleinste Oberflache.

42.(Moskau,1978):Es sei a* +b* =4 und c.d=4.
Beweise,dal (a-d)% +(b-c)? = 4.(3-2.4/2)
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